























例 1.1 次の問題の証明の構想を 2つ考える．
問題．図 1の四角形ABCDがAB=AD, CB=CDを満
たすとき，\ABC= \ADCを証明せよ．








(3) (2)の 3組のうち，2組の辺は仮定からそれぞれ等しく，残り 1組は共通辺なので等しい．
構想 2
(1) 2つの仮定から，△ ABCと△ ADCの 2組の辺がそれぞれ等しいので，残り 1組の辺が等
しければ合同がいえる （使える性質に加えられる）．




























まず，シークエントを導入する．n+ 1個の述語 P; P1;   Pnに対し，表現
P1;    ; Pn ) P
をシークエントという (n = 0; 1; 2;    )．\P1;    ; Pn"をこのシークエントの左辺，P を右辺とい
う (n = 0のとき，左辺は空列を表す)．シークエントの左辺において，述語の重複と順番は，異
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なっていても区別しないとする．たとえば，次の 3つのシークエント
P1; P2 ) P P1; P1; P2 ) P P2; P1 ) P
はすべて同じとみなす．シークエントの意味は，「左辺に現れる述語から右辺の述語が導かれる」で
ある．証明の構想においては，左辺が「使える性質の列」，右辺は「導きたい性質」となる．
以後，述語を表すのに P;Q;R; P1; P2;    などの記号を用い，シークエントの左辺に現れる述語




P かつQ P ^Q
P またはQ P _Q
P ならばQ P ! Q
P でない :P
すべての xが P を満たす 8xP




n個のシークエント S1;    ; Snからシークエント Sへの変化を
S1    Sn
S













例 2.1 例 1.1の 2つの構想は，推論規則を組み合わせた以下の図式で表現できる．
構想 1の図式：
" ) AB = AD (3) " ) CB = CD (3) " ) AC = AC (3)
" )△ABC =△ADC (2)
AB = AD;CB = CD) \ABC = \ADC (1)
構想 2の図式：
" ) AC = AC (2) △ABC =△ADC; " ) \ABC = \ADC (3)
AB = AD;CB = CD) \ABC = \ADC (1)
ただし，シークエントの左辺の記号 \ " "は「下式のシークエントの左辺と同じ列」を表す．どち








例 3.1 証明の構想のあるステップで，シークエント P; P ! Q;:P _Q;  ) R が対象になった
とする．このとき，2つの推論
(1) P と P ! QからQが導かれる（ので，Q;P; からRを導けばよい)
(2) P と :P _QからQが導かれる（ので，Q;P; からRを導けばよい)
のどちらを用いても，その推論は，推論規則
Q;P; ) R
P;P ! Q;:P _Q; ) R
で表される．つまり，上の推論規則から，もとになった推論がどちらなのかを読み取ることがで
きない．
例 3.2 証明の構想のあるステップで，シークエント P ! Q;:P _Q; ) Q が対象になったとす
る．このとき，2つの推論
(1) P と P ! QからQが導かれる（ので， から P を導けばよい)




P ! Q;:P _Q; ) Q
で表される．つまり，上の推論規則から，もとになった推論がどちらなのかを読み取ることがで
きない．
例 3.3 証明の構想のあるステップで，シークエント P; P ! Q;:P _Q;  ) Q が対象になった
とする．このとき，2つの推論
(1) P と P ! QからQが導かれる
(2) P と :P _QからQが導かれる
のどちらを用いても，その推論は，推論規則

























波線付きシークエントの左辺に P と^^^^P が現れるときは，^ ^^P^ が 1回現れるときと同じとみなす．
P と P
^^^^





; Q) R ^^^^P ; P
^^^^




























P ! Q;^^^^^^^^^^^^^^^:P _Q; ) ^^^^Q
(2)
例 3:3
^^^^P ;^^^^^^^^^^^^^^P ! Q;:P _Q; ) ^^^^Q
(1)

















(1) m;n = 0; 1; 2;    に対して，



















^^^^^P1 ;    ;^^^^^^Pm; ) ^^^^R 1
2
(P右)
は LKP推論規則である．ただし，P 6= Rであり，すべての Piは  に現れ，どのQj も  
に現れない．
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(2) 次の 6つは LKP推論規則である．
P; ) Q1
2
































(4) (1)～(3)の各 LKP推論規則の上式に現れるいくつかの (0個でもよい)述語の上に波線を引
き，下式に現れるいくつかの (0個でもよい)述語の下に波線を引いた推論規則も，LKP推
論規則である．
例 1.1で，証明の構想には，総合的方法 (順方向)，解析的方法 (逆方向)の 2つがあると述べた
が，[5]では，Heinz他 [2]を参照しながら，この 2つに加え調整があると述べている．この 3種
類は，LKP推論規則では次のように対応する．下式左辺に，上に波線がついた述語が現れる推論
規則が総合的方法による構想のステップに対応し，下式右辺の上に波線がついが推論が解析的方
法による構想のステップに対応する．どちらでもないのが，m = 0の場合の (P左)であるが，こ
れが調整による構想のステップに対応する．また，m > 0の場合の (P右)は，下式の左辺にも右
辺にも上に波線がつく述語があるが，総合的方法とも解析的方法ともとらえることが可能である．
m = 0の場合の (P左)と，m > 0かつ n = 0の場合の (P右)，すなわち，
 ) Q1
^^^^^^











^^^^^P1 ;    ;^^^^^^Pm; ) ^^^^R 1
2
(P右)
について，より具体的に述べよう．m = 0の場合の (P左)は，Qj または Rと関係づけられる情
報が下式になく (すなわち，下式左辺の使える性質にも下式右辺の導きたい性質にもなく)，総合







例 4.2 証明の構想において， ) Rに対して「P からQを導く」が適用されたステップは，次
の LKP推論規則に対応づけられる．ただし，Qは  に現れないとする．




















(1) P から Qが導かれるので，下式を示すには，その左辺にQを加えて (Qを使える性質に加
えて)Rを導けばよい (総合的方法)．
(2) P からQが導かれるので，下式を示すには，同じ左辺から P を導き，Qを左辺に加えてR
を導けばよい．
(3) P からQ(= R)が導かれるので，下式を示すには，同じ左辺から P を導ければよい (解析的
方法)．
(4) P からQ(= R)が導かれるので，下式左辺に P があることから，下式が示される．
例 4.3 数学で既に正しい認められている，論理結合子と限定子の性質を (P左)と (P右)に反映






^^^^^^^^^^^^^^P1 ^ P2; ) R1
2






















 ) ^^^^^^^^^^^^^^P1 _ P2 1
2
(_右) (i = 1; 2)
 ;) P
^^^^





















定義 4.4 波線付きシークエント Sの LKP 構想図を次のように帰納的に定義する．
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(1) Sは，Sの LKP構想図である．ただし，Sを Sと省略してよい 6．
(2) P1;    Pm (m > 0)がそれぞれ波線付きシークエントS1;    ; SmのLKP構想図で，S1    Sm
S
(または S1    Sm
S
)がLKP推論規則のとき，図式 P1    Pm
S






























(0) P1 ) P を示したい．
(1) P1から P2が導かれるので，P2 ) P を示せばよい．
(2) P2から P3が導かれるので，P3 ) P を示せばよい．
右の LKP構想図の構想：
(0) P ) P3を示したい．
(1) P2から P3が導かれるので，P ) P2を示せばよい．




想図の定義 4.4(1)の Sが，既に正しいと認められた性質，つまり，n = 0の場合の (P右)になっ
ていれば，それが，成功した証明の構想を表現することになる．つまり，LKP証明図は，次のよ
うに定義すればよい．
定義 4.6 波線付きシークエント Sの LKP証明図を次のように帰納的に定義する．
(1) Sが LKP推論規則のとき，Sは，Sの LKP証明図である．
(2) P1;    Pm (m > 0)がそれぞれ波線付きシークエントS1;    ; SmのLKP証明図で，S1    Sm
S
(または S1    Sm
S
)がLKP推論規則のとき，図式 P1    Pm
S



































(0) P1 ) P4を示したい．
(1) P1から P2が導かれるので，P2 ) P4を示せばよい．
(2) P2から P3が導かれるので，P3 ) P4を示せばよい．
(3) P3から P4は前提で正しいと認められている．
右の LKP証明図の構想：
(0) P1 ) P4を示したい．
(1) P3から P4が導かれるので，P1 ) P3を示せばよい．
(2) P2から P3が導かれるので，P1 ) P2を示せばよい．
(3) P1から P2は前提で正しいと認められている．
なお，2つの LKP証明図から得られる証明の筋道をフローチャートで表現すると，どちらも




めに，各推論規則において，上式左辺では，下式左辺から波線を除いた列の部分列を \ " "で表し




































性質 5.5 三角形の内角の和は 180 °である．
以下，2つの例を示す．
例 5.6 　次の証明問題の証明の 4つの構想とそれらに対応する LKP構想図を考え，その LKP
構想図に，もとの構想から読み取れることが反映されていることを確認する．




図 2: 例 5.6の図
構想 1
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(1) AC=BDのためには，△ACO△ BDO を示せばよい (∵性質 5.3(a))．
(2) △ACO△BDO のためには 3組の辺がそれぞれ等しいことを示せばよい (∵性質 5.4(a))．
(3) 3組のうちの 1組は，ACと BDで，これは最初の目標に戻ってしまう (失敗)．
構想 1の LKP構想図
" ) AC = BD
^^^^^^^^^^^^^^^^^^
" ) AO = BO
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
" ) CO = DO
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
" ) ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^△ACO △ BDO
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
(2)




(2) △ACO△ BDO を示すために対応する辺や角で等しいものを探すと，まず，対頂角だか
ら，\AOC= \BODである (∵性質 5.1)．
(3) OはABの中点だから，AO=BOである (∵中点の定義 )．
(4) ` // mだから，\ACO= \BDOである (∵性質 5.2(b))．
(5) ` // mだから，\CAO= \DBOである (∵性質 5.2(b))．
(6) (2),(3),(5)から (1)の目的の合同がいえる (∵性質 5.4(c))．
構想 2の LKP構想図
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\AOC = \BOD;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^AO = BO ;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\CAO = \DBO
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^












;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^OはABの中点; " ) #
(3)
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^nとABがOで交わる; " ) △ACO △ BDO
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
(2)




(4) (2),(3)から，\CAO= \DBOを示せばよい (∵性質 5.4(c))．
(5) ` // mから，(4)の目標がいえる (∵性質 5.2(b))．
構想 3の LKP構想図
^^^^^^^^^^`==m; " ) ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\CAO = \DBO
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
(5)
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\AOC = \BOD;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^AO = BO
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^




;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^OはABの中点; " ) #
(3)
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^nとABがOで交わる; " ) △ACO △ BDO
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
(2)




(1) 仮定からわかることを列挙する．まず，対頂角だから，\AOC= \BODである (∵性質 5.1)．
(2) OはABの中点だから，AO=BOである (∵中点の定義 )．
(3) ` // mだから，\ACO= \BDOである (∵性質 5.2(b))．
(4) ` // mだから，\CAO= \DBOである (∵性質 5.2(b))．
(5) (1),(2),(4)から△ACO△ BDOである (∵性質 5.4(c))．




; " ) ^^^^^^^^^^^^^^^^^^AC = BD
(6)
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\AOC = \BOD;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^AO = BO ;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\CAO = \DBO
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^












;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^OはABの中点; " ) #
(2)







構想とわかる．同様に，構想 2は (1)以外のステップが総合的方法であり，構想 3は解析的
方法と総合的方法を何度か繰り返していることがわかる．




 構想 2,構想 3,構想 4は成功した構想であり，したがって，対応する上のLKP構想図はLKP
証明図でもある．そこからできる証明はどれもフローチャート
nとABがOで交わる =) \AOC = \BOD
OはABの中点 =) AO = BO
`==m =) \CAO = \DBO
9>=>; =)△ACO △ BDO =) AC = BD
で表現される．つまり，3つの構想の違いが，LKP証明図に反映されている．
 構想 2の (4)，構想 4の (3)は，証明に不要な (つまり，上のフローチャートに現れない)ス
テップであるが，LKP構想図には反映されている．
例 5.7 　次の証明問題の証明の 2つの構想とそれらに対応する LKP構想図を考え，その LKP
構想図では，もとの構想の各ステップの目標がよりわかりやすく反映されていることを確認する．
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問題　図 3のように，線分 ABと線分 CD
が点 O で交わり，直線 AC と直線 BD が
点 Eで交わっている．AB=CD, \OCA=
\OBDのとき，AC=BDを示せ．




(2) \OCA= \OBDより，\ABE= \DCEで，1組目がいえる．
(3) 2組目 \BAE= \CDEは，(2)より，\AEB= \DECをいえばよい (∵性質 5.5)．
(4) \AEB= \DECは共通角であることからいえる．
(5) △ABE△DCEから，AE=DEである (∵性質 5.3(a))．











; " ) ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\BAE = \CDE
(3)
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\OCA = \OBD; " ) \BAE = \CDE
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
(2)













; " ) #
(5)
図 3の条件，^^^^^^^^^^^^^^^^^^^AB = CD ;\OCA = \OBD) AC = BD
(1)
ただし，Sは次のシークエントである．






(3) \OCA= \OBDより，\ABE= \DCEである．
(4) (2),(3)の結果より，\BAE= \CDEである (∵性質 5.5)．
(5) (3),(4)の結果より，△ABE△DCEである (∵性質 5.4(c))．





;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\ABE = \DCE;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^AB = DC ; " ) ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^△ABE △DCE
(5)
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\AEB = \DEC;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\ABE = \DCE
^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^




;^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^\OCA = \OBD; " ) #
(3)







; " ) #
(6)
図 3の条件，AB = CD;\OCA = \OBD) AC = BD (1)
以下，上の LKP構想図では，もとの構想の各ステップの目標がよりわかりやすく反映されてい
ることを確認する．
 構想 1も構想 2もそのステップ (1)の結果，目標がどう変わったかが，読み取りにくいが，
LKP構想図からは，その目標が推論規則 (1)の 2つの上式を示すことであることが，即座
に読み取れる．
 構想 1のステップ (4)とステップ (5)の関係は読み取りにく，故に，ステップ (5)の結果，目
標がどう変わったかも読み取りにくいが，LKP構想図からは，推論規則 (4)と推論規則 (5)
の位置関係からもとの構想の (4)と (5)の関係も読み取れ，ステップ (5)の結果，目標が推
論規則 (5)の上式に変わったことが，即座にわかる．構想 2のステップ (5)とステップ (6)に
ついても同様である．
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